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真实自回避行走中晶体生长界面结构的分形行为
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摘 要：晶体生长过程实际上就是生长基元从周围环境中不断地通过界面而进入晶格座位的过程。一般认为，研究

生长基元以何种方式以及如何通过界面进入晶格座位是晶体生长界面结构研究中的关键。在生长基元以分子或者

原子的微粒子形式在生长环境中进行无规游走的前提下，本文运用真实自回避行走（)7’=）模型，通过重整化群思
想来研究晶体生长界面结构的分形行为。研究发现：晶体生长界面结构的分形行为与生长基元的游走路径形态密

切相关，并且在理想状况下真实自回避行走与标准>4?@曲线的分形维极为接近。
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晶体生长界面动力学研究的目标是探索各种条

件下的生长机制和研究晶体生长速率与生长驱动力

之间的关系（张克从等，:&&%）。晶体生长界面动力
学取决于生长机制，而生长机制又取决于生长过程中

的界面结构，因此生长界面动力学规律与界面结构是

密切相关的。在理论研究上前人做了大量工作，提出

了A种理论模型（‘CRUTCD，:&%;；LRB?8，:&%;）。

分形几何学在应用到生长界面动力学之前已在

其他自然科学领域得到了广泛的应用（L8RRV!"#$6，

:&<$；1CDN85[R4U，:&<!；14DUR455CDN7@58JBDH8R，

:&<;）。!$世纪<$年代彭志忠教授率先在世界上
明确提出将准晶态研究与分形几何学结合起来，并

首次提出了准晶体的微粒分数维模型（彭志忠，

:&<#）。此后分形几何学与结晶学之间的结合迅速发
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展起来，研究内容包括：结晶形态方面，如各种晶体中的

分形研究（!"#$"%&"’，())*；黄晖等，*++,）、离子聚合物的
分形现象（-.，())/）；分析模型和理论方面，如分子动
力学（0$"’1，())2；3"’4"5，*++*；65"%75%’18’9:;8<$，

*++=）、扩散限定聚集（>?@）模型的分形生长（A;B5"#8’9
:;8<$，())C；D"84%’，())2）等。
本文考虑在扩散界面中，生长基元以分子或者

原子团的微粒子形式在生长环境中由随机游走的液

相转变为晶相的过程。在生长基元以分子或者原子

的微粒子形式在生长环境中进行无规游走的前提

下，运用分形几何学理论和真实自回避行走

（EF@-）模型，通过重整化群思想来研究晶体生长
界面结构的分形行为，得到了真实自回避行走与

G;<$曲线之间的内在联系。

( 真实自回避行走（EF@-）与G;<$曲线

真实自回避行走是一个简单的动力生长模型，它随

时随地都尽可能地回避自己走过的格点。真实自回避

行走是无规行走。真实自回避行走各步的权重不尽相

同，它是根据到达各格点后下一步所可能行走的路径来

决定，受到自身“历史”的约束（杨展如，())C）。
瑞典数学家科赫构造了一种“妖魔曲线”（G;<$，

()+,），被称为G;<$曲线，其构造过程如下（图(）：
取(条欧氏长度为!+的直线段，将其H等分，保留
两端的线段，将中间的(段改换成夹角为C+I的两个
等长的直线。将长度为!+／H的,个直线段分别进
行H等分，并将它们中间的(段均改换成夹角为C+I
的两段长为!+／)的直线段，得到"J*的操作。重
复上述操作直至无穷，便得到一条具有自相似结构

的折线，这便是本文所说的G;<$曲线。
图*左是显微镜下雪花晶体的斑图，被称作分

形雪花，可以用G;<$曲线来模拟（图*右）：(个等
边三角形，经过不断地划分，形成更多的细节，每一

部分和整体都很相似。随着划分，边长会逐渐趋向

于无穷大，而面积却趋近一个常值。

G;<$曲线的分形维计算公式为：

#$JK5%7!!+
5’%（!）

5’（(!
）
JK5%7
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5’（,"）

5’［ (
（(
H
）"
］
J5’,5’H"(N*C(2

其中，!为覆盖线元标度，%（!）是覆盖次数。

图( G;<$曲线
A%1N( G;<$<.#O"

图* 分形雪花
A%1N* A#8<P85Q’;BR584"

* 正三角格点EF@-的重整化

显微镜下观察落入溶液中的一粒花粉，会看见它

不间断地做无规则运动。无规粒子的轨迹，由各种尺

寸的折线连成。只要有足够的分辨率，就可以发现原

以为是直线段的部分，其实由大量更小尺度的折线连

成。这是一种处处连续、但又处处不可导的曲线。由

此启发，重整化群的标度变化可以用来研究无规运动

的生长基元按照某种特定模式自发聚集过程。本文

假定，扩散界面由许多微粒子生长基元层构成，并按

照真实自回避游走模式进行粒子的自发聚集。

重整化群变换是空间长度的标度变换，实质是

放大尺度的变换，既通过“粗粒化”过程以减少系统

的自由度，其物理背景是系统发生相变时，对临界行

为起到决定作用的不是小尺度行为，而是大尺度行

为（文志英，*+++）。下面用重整化的思想来处理真
实自回避行走中的生长基元游走行为。
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标度不变性是重整化群的基础。考虑到晶体生

长系统中微粒子生长基元层到达某晶格位置的概率

在标度变换前后的一致性，在正三角格点的平面中，

取重标因子!"#进行“粗粒化”标度变换（也称$%
变换）来考察微粒子到达概率（图&）。令相邻点位间
微粒子的散逸率为!和!’。

图&“粗粒化”重标变换

()*+&“,-./01*/.)2)2*”/103.4)2*5/.206-/7.5)-2

为使问题简单化，仅考虑图&中8点到达9点
概率即可。通过分析，8点的粒子共有:;种路径
（图<）途经三角形域而到达9点。分别取变化前后
的第:种路径予以说明。
变化前的8!=!9途径：8!=到达概率为

:／#"，=!9到达概率为:／&"，其中"":>!；变化
后的8!9途径：8!9到达概率为:／#"’，其中"’":
>!’。
分析得到重整化群代数方程（重标因子!"#）：

:／#"’?:／#"’#":／@"#?:A／"&?:／#<"<?:／:#"B?
:／:#"<?:／:#"B?:／:#"&?:／#<"<?:／:A"&?
:／:A"<，整理得：:A"’?:A"’#"@"#?C"&?A"<?
@"B。令"’"#（"），#（"）为作用参数"和"’之间的
非线性变换群，求出#（"）变换中的实不动点""，使
得"""#（""）。将其代入上式得："":";，""#">
:+;&C<，""&":+:<A<。
得到以上&个不动点后，需进一步确定其中哪

一个为临界点"3。先对变换群函数#（"）求导，得：

#’（"）"（:#"?#:"#?&#"&?&;"<）／（&@"’?:A），然后
分别将"":";，""#">:+;&C<，""& ":+:<A<带入导
函数中，得：#’（"）"": ";，#’（"）"

"
#
">;+<C<;，

#’（"）""&"#+&D<D。易知，"
"
& 为不稳定不动点。

由于考虑到临界点为不稳定不动点"3"""&，故取

!"#’（"）"$"#+&D<D，进而得%&"
42!
42’"

42#+&D<D
42# "

:E#BDD。这个结果与F-3G曲线分形维数:+#@:A
相比误差仅为;E&H。

& 结论

自然界中，分形无处不在。已经有很多证据说

明晶体生长（图B），甚至在纳米级的尺度（图@）都能
发现分形行为的存在。本文认为晶体生长界面结构

图< IJ9K过程的重整化
()*+< $12-/7.4)L.5)-2-65G13-M/01-6IJ9K
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的分形行为与生长基元的游走路径形态密切相关。

通过重整化处理发现!"#$过程的分形维数与标
准%&’(曲线的分形维数极为接近，且基于正三角格
点的!"#$分形维数明显优于已有结果［在正方形
网格模型中，重标因子)*+时，!"*,-.,/；重标因子

)*0时，!"*,-.,1（杨展如，,112）］。本文认为标准

%&’(曲线是!"#$ 的一种特殊生长模式，这为研究
矿物晶体的随机生长问题提供了一个可行的途径。

图/ 低浓度的3456溶液形成的两种斑图（据葛副鼎等，,117）

89:;/ <4==>?@AB&?C>D)E3456’?EA=4669=>A&B6&F
’&@’>@=?4=9&@3456A&6G=9&@（4B=>?H>8GD9@:#$%&;，,117）

图2 纳米泡沫的分形结构（据I&D>等，+JJJ）

89:;2 8?4’=46A=?G’=G?>&B@4@&KB&4C（4B=>?I&D>#$%&;，+JJJ）

!"#"$"%&"’

L>??EMN4@DO>F9APN;,17J;Q@=(>$>9>?A=?4AAKM4@D>6)?&=B?4’=46

BG@’=9&@［R］;<?&’;I;"&’;O&@D&@，0SJ#：./1!.7.;

L?9’>R5;,1S0;!(>H?&F=(&B5?EA=46B?&CO9TG9DA［M］;#CA=>?D4C：

3&?=(KU&664@D<G)69A(9@:5&CV4@E;

8&F6>?#W4@DI&4’(WX;,112;#C&D>64@DA9CG64=9&@&B)?4@’(9@:
C9@>?46:?&F=(B?&C’&&69@:’&@=4’=A4@D:64AA>A［R］;M9@>?46&:9’46

M4:4Y9@>，2J：/1/!2J,;

H>8GD9@:4@DP(GR9@:;,117;"XM&)A>?Z4=9&@&BB?4’=46V4==>?@A

B&?C>DF9=(3456’?EA=4669=>A［R］;R&G?@46&B5(9@>A>X6>’=?&@M9[

’?&A’&VE"&’9>=E，,S（2）：S..!S.S（9@5(9@>A>）;

U4?=C4@<;,1S0;5?EA=46H?&F=(，4@\@=?&DG’=9&@［M］;#CA=>?D4C：

3&?=(KU&664@D<G)69A(9@:5&CV4@E;

U>@]>6M;+JJ+;<(>@&C>@&6&:E&B6&’469@Z4?94@’>：8?&C’&@B&?C46

9@Z4?94@’>=&DE@4C9’46A’469@:［R］;3G’6;<(EA;L，2.,：.J/!.72;

UG4@:UG9，̂ GR9@:_G@4@D%&@:‘&@:B4，#$%&;+JJ.;Q)A>?Z4=9&@&B
B?4’=46:>&C>=?E9@69=(9GC@9&)4=>’?EA=46［R］;R&G?@46&B"E@=(>=9’

5?EA=46A，00（.）：2.S!2/J（9@5(9@>A>）;

%&’(UZ&@;,1J.;"G?G@>’&G?)>’&@=9@G>A4@A=4@:>@=>，&)=>@G>V4?

G@>’&@A=?G’=9&@:a&Ca=?9TG>a6aC>@=49?>［R］;#?’(9ZBb?M4=>C4=;，

#A=?&@;&’(8EA;，,：27,!SJ+;

M4@D>6)?&=LL;,17+;!(>8?4’=46H>&C>=?E&B34=G?>［M］;"4@8?4@[

’9A’&：8?>>C4@@$U;

M>4]9@<;,117;8?4’=46，"’469@:4@DH?&F=(84?8?&CXTG969)?9GC
［M］;54C)?9D:>：54C)?9D:>c@9Z>?A9=E<?>AA;

M&@=?&66X$4@D"(6>A9@:>?M8;,170;M4d9CGC>@=?&VEB&?C469AC，

B?4’=46A，A’469@:V(>@&C>@4，4@D,／B[@&9A>：#=46>&B=496A［R］;R;

"=4=;<(EA;，0+：+J1!+0J;

<>@:P(9Y(&@:;,17/;!(>V?9@’9V6>&B’&@A=?G’=9@:&BTG4A9K’?EA=46A4@D

B?4’=46D9C>@A9&@C&D>6&BV4?=9’G64=>AG)A=4@’>A［R］;X4?=("’9[

>@’>A，,J（.）：,/1!,S.（9@5(9@>A>）;

<6>9C69@:M4@DH4C)4AA9#;+JJ/;5&??>’=9&@A=&6&’469@Z4?94@’>9@

=(>@&@>TG969)?9GCDE@4C9’A&B’?9=9’46AEA=>CA：3GC>?9’46>Z9D>@’>A
［R］;<(EA;I>Z;LS,，,7J.J,（I）：,!.;

I&D>#N，H4C46EXH4@DOG=(>?KW4Z9>AL;+JJJ;8&?C4=9&@&B’6GA[

=>?K4AA>C)6>D’4?)&@@4@&KB&4C)E(9:(K?>V>=9=9&@K?4=>64A>?4)64=9&@
［R］;#VV6;<(EA;，#SJ：,0/!,..;

N>?(>9_>@M #;,11+;H?&F=(4@DC&?V(&6&:E&B52J’?EA=46A［R］;

5(>C;<(EA;O>==，,1,：001;

$>@P(9E9@:;+JJJ;M4=(>C4=9’468&G@D4=9&@A&B8?4’=46H>&C>=?E
［M］;"(4@:(49："(4@:(49"’9>@=9B9’4@D!>’(@&6&:9’46XDG’4=9&@

<G)69A(9@:U&GA>（9@5(9@>A>）;

$G‘H;,11S;8&?C4=9&@4@D:?&F=(&BB?4’=46V4==>?@A9@(9:(>@>?:E
<K9CV64@=>DA969’&@4@D3eP@K9CV64@=>D"9Q+／H4#A<DG?9@:=(>?[

C464@@>469@:［R］;5(9@4"’9>@’>（">?9’>A5），.J（.）：2.S!2/J;

‘4@:P(4@?G;,112;8?4’=46<(EA9’A［M］;"(4@:(49："(4@:(49"’9>@=9B9’

4@D!>’(@&6&:9’46XDG’4=9&@<G)69A(9@:U&GA>（9@5(9@>A>）;

P(4@:%>’&@:4@DP(4@:O>(G9;,11S;!(>"’9>@’>4@D!>’(@9’&B5?EA=46

H?&F=(［M］;L>9_9@:："’9>@’>4@D!>’(@9’<G)69A(9@:U&GA>（9@5(9@>A>）;

P(>@:L;,117;M&@=>’4?6&A9CG64=9&@A&BA(&?=K=9C>’?9=9’46DE@4C9’A
［R］;\@=;R;M&D;<(EA;L，,+（,.）：,.,1!,.7.;
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